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摘 要: 利用三角形线性元的积分恒等式, 给出了二维非定常对流占优扩散方程的
特征线有限元解和真解的一致最优估计, 并利用插值后处理算子, 得到了有限元解




对流占优扩散方程来源于很多物理问题 [卜 0}, 此类问题的分析和求解往往具有许多困难
15] .近年来出现了很多求解此类方程的数值方法 , 特征线有限元法就是其中比较有效的一种 ,
它将对流项和时间导数合并, 将控制方程改写为不含对流项的抛物方程 (对称化), 再对其应
用有限元方法求解 , 并允许使用较大的时间步长 I.] .相应的最优阶误差估计也已经得到 {0一6] .
然而这些估计中的常数都依赖于小参数 :, 当 "趋于 "时, 这些估计就失效了.于是, 这些估
计尝试被改进为常数与 : 无关的一致估计 [s, 7一5] .本文利用积分恒等式 , 给出了特征线三角
有限元解的 : 一致最优估计, 并利用插值后处理算子 l0] , 得到了有限元解梯度的 : 一致超收
敛估计.
我们考虑如下模型问题 :
":+ V #V "一:V #(a V ") = f , in n x (0 ,T ]
"(#, o) = "0 , in 几 (1)
其中 几= (a ,句x (c, d) , r = a几为 几的边界 ,V = (Vl , 巧)为速度场, "表示扩散系数, 并且






资助项目: /973 创新计算 .(Zo se B 32z70 ,Zo se B 32i7oi);
国国家自然科学基金 (i以711胎, #10771155)
并给出将要用到的索伯列夫空间及其范数 ,
国家重点基础研究发展项 目 (20 7c B 814 906 ); 中
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2.1 特征线法和修正特征线法
首先 , 对时空几x !0 ,月 做一致三角形剖分 (如图 l) , 空间上每个三角单元直角边长分别
是 2h l 和 2h 2, 时间步长为 vt := T /N .并假设 hl/h: 有一致的上下界, 记 h :二m ax (hl, hZ).
由于特征线法使用时间步格式, 因此我们只需要在当前时间区间 眯"一1,t"]上定义该方法.这
样当时间层 亡"一: 已知时, 就可以计算 亡"上的解.
在特征线法中, 方程 (l) 中的时间导数和对流项被合并 , 形成的特征线方向记作 , =
邝(x ,夕, t), 这里
劝一(1 + Iv l) ./2
VI a . 巧 口
) 下尸. 十 ) 下尸一






由于近似求解时间层 振 二 "vt上的解,
来近似, 这就是修正特征线法, 如下:
从而考虑用沿近似特征线 ! (t; x , , ,亡") 的向后差商
":(x ,夕,亡")+ V (x ,夕, t") #甲二(x ,夕,亡")
!血
= 劝(x , 夕, t")二丫, (x ,夕, t")
口斗





) d Zu _
(! -(-)一-.)-+ (! , (-)一/ .)-+ (-一-几一-)-砰 d邝 又2)
几尸了1一配
这里 ! (t) 和 x* ,犷(见下图 2)被定义如下:
! 1(艺)= x 一V1 (x , , , t")(亡"一亡)
! 2(t) = 军一V2 (x ,, ,艺")(t!一艺)
x* = ! 1(t"一1) = x 一V1 (x ,y ,艺")vt





图 1 空间剖分 r人 图 2 近似特征线 !
令 码 (卿 1 H -(卿 中的函数均满足周期边界条件 #我们将 (2)带入 (l ), 两边乘以试探
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函数 "(x, 功 1码 (卿 , 再在 几上积分得到 (l) 的特征线参考方程:
"(x , , , t")一u(x*, , *, t"一1)
"(x , , )dxd万+
a (x ,万, t)V "(x ,, ,亡!)V w (x ,, )dxd,
试办无厂
f (x ,夕, t")二(x , y)dxd , 一击E-U,?, (4)
由 (2)易知局部截断误差为:




.犷(! -(t)一-.)-+ (! , (-)一, .)-+ (t一t卜 -)-砰 d, dxd, (5)
然后, 在空间剖分 rh 上可以构造三角形线性元空间:
凡(卿 = {"1c( 卿 :vI "任PI Ve 1r !, "满足周期边界条件}
这里 几 表示 k 次多项式的集合.因此 , 特征线法的离散形式为:找 u !(#, #, t") 1凡(卿 , 对于
"= 1, , , N , 使得:对任意 w !(x ,功 1欲(卿 满足
"!(x , , , t")一"!(x*, , *, t"一1)
二h(x , , )由 d, +
"(x , , ,艺")V "!(x , , , t")V w !(x , , )dxd ,
说方办
f (x , , , t")二"(x , , )血 d, (6)
2.2 时空范数
定义空间范数为
[0<g *五,D:,#d#d,}告1 兰 P < + o
n la X
0 < 0 飞< k
esssup }D m v},
(x ,, )c "




那么 W 无,p价) = {v :flv日"!,p(") < + co }, 并简记 H k价) := W 无,2价);H O价) := L Z价)
对于上述定义的 Sobolev 空间 X , 引入带时间的 Sobolev 空间 !10 8:
w 儿,p(tl, tZ:X )= {v :
有范数如下:
}{豁(#,亡){}XoL#(-1, -2),0:m: 0, -三, -o,
=军户黝到-, 1三#-+#
In 月X
0 < 0飞< k
二口饥v , 八二ess月u p ,11厌不万气-, 艺川X , p = o





如果函数 v( x , t)
[t"一1,亡"1, 即对于
只在时间层 纵 上有定义, 我们理解该函数 v 已经被常数扩展到时间区间
t 1 (t"一l, t"8, "(x ,, )= "(x ,, ").于是我们可以引入离散范数:
-")一}!v,{-, 1: "<+ODn = O
1ll a X
0 < n < N
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最后令 ", 任凡(卿 是 "任C( 卿 的分片线性插值, 有如下的估计 恤0]
1Ivl一v日二!(")三C hZ一/11:1102("), Vv 任H Z(几), k = o, i
1Iv !11", (")+ 1Iv !11俨 (")玉C h一-11"!11:2("), V:, "Sh (几) (7)
这里以及后面的 C 都是常数, 只是在不同的地方可以代表不同的常数.
2.3 插值后处理算子
现在将四个相邻的三角形合并成一个大三角形 T = u九le-(见图 3), 在这个大三角形上
我们构造如下的插值后处理算子n置!:C( 司 ! 几(劝I0] #
1孟!v(夙)= v(及), i= l, , ,6
其中 夙 是四个小三角形的所有顶点 (见图 3).
厂
图 3 大单元 图 4 公共边单元
丁容易证明该插值算子n孟!有如下性质:
(a)
In置hv一vl-,, 三C h3一-.10113,二, Vv任H 3(二), l= o,1
(b)
}lfl孟hv}卜,, 三C }}"1}-,, , l= 0, 1,2, Vv任Sh
(e)
n姜!v, 二n氛:






C h := U h 一 U
= u 九一 u l + u , 一 u = B 一 P (11)
其中 0 = 二!一", , p = "一
在 (4)中, 令 w (x , , )
U l .
= 叨!(x , , )任欲(几), 再将 (6)减去 (4), 得到误差方程:
关二(一",-几,叨#(一",d#d/+











下面考虑 (13 )右端的第三 !四项. 由于
p(x , , , t")一p(x*, , *, t"一1)




p(x*, , *, t"一1)8(x , , ,亡")dxd, +




五-, -一,,-n一,一, -一, .,-枯一,, /-一",-",d#d, (15)






:= 1 十几 + 几 + 几 + 几
下面我们就来逐个估计 (16 )右端的五项 :
(16)
."一}五/-一"一-n一, /(一,,-n,dxd;J
1 二_ , !二" 1 1 _" _
三言胆 (#, t"川 - + ; I 夕-(x . , 甘一, t"一i)dx d V
- 乙 J n
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:;川/(一-"川
1 + C v t
+ )
2
其中利用 x* ,犷 的定义 (3),




行列式为 1 + O (vt) . 这里常数 C 依赖
I五1,1户!(一-,d!/(一/,!几,d#d夕I
三e v, 1Ie(#,t")I{2+ C llol{乡1(:"_, ,"";:2("))
三C vt}le(#,去")}}/ + C h4}}二1}
2
H l(亡"一i,亡, ;H Z (")) (18)
又由E 的表达式 (5):
,!.:e(v,),}."(#,艺")!,},杂.!一(!"一,,:";二)
_ _ 二_ !二" _ , !"二d Zu 二"
三C vt11口(一t几).1乞2+ C (v-)-11砰 11乞#(-几一-n-L .) (19)
在估计剩下的两项 几,几之前 , 先给出所需的引理.
4 一些引理
引理 1 如果 "任H /(卿 , : 1妹 , 则
{五v(一 , #v#卜-/0#,3.#-1 (20)
证明 c 0(卿 在 H 0(卿 中是稠密的, 因此只需要考虑 "任C 0(几)即可.注意到分片
函数豁在一对单元"二"1ueZ上相等(如图4), 因而积分不等式是建立在单元对上的.为表
达方便, 不妨设 B D 的中点为坐标系原点, 则
关2
a ("(x, , )一", (x ,, ))
口x 关




二(x , , ) = "(x , , )一二(一x ,一, )
此时
那么有
切, (x , , )
色之鉴业{-
U 工 l
= ", (x , , )一", (一x , 一, )
}f 垫哥里竺2+ / 旦二竺于毕竺2
}Je l U x J eZ 口x
口(二一u , )
a x 关
口("(一x ,一y)一", (一x , 一, ))
a x




一!厂旦些寻丝l1 J e i U 苏
!夕,.声q白Jn2了t!l
三C h } "}2,co ,", m eas (e:)




三e hZ 10 13,co ,"}"11,i,e
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从 (23)可以看出
/处寥竺2擎d二一", V""几(e),!擎"几(e)
J e O x o x 一 . 口x
(24)
所以从 B ram ble- H ilbert引理得到
!!尹户l,J
k匕八,曰2
了t!-几l/ 塑竺奋华丝勿:ch .川3,e 队,1,e
1 J e U x 口工 l
那么, 对单元求和可知
j f a ("一 ", ).ao l _ " 1 f a ("一", )ov
} 了 - 石厂了一- 下尸 l圣 夕 l 了 ) 几刃竺一- 下,
1 J n C, 工 口X I 一 I J , 口X U X
一 e 一







联立 (26 )(27 ), 引理 1 得证.
引理 2 设 "(#, t) 1W -,co 价), "任H 3牌).
I五av-一 , #v#l
如果 v 1玖 , 那么
三C hal lwiI 3lv l
证明 令司#:一万石帐万fe a(x ,t)d二是a 在单元对上的平均, 这里"
么, 由 (26)可知
(28)
= ", u eZ(如图 4). 那
[ 口("一", )口v l _l二 I _a ("一", )av 1 . 10 1 , _ !口(u 一 ", )ao l
夕 Q we e 飞犷了e e 下一} 圣} 夕 了 Q 一一一花于) 下, } 十 l 夕 I 又" 一 Q J一- 又一一一- 下一}
J n 口x U X l l一 J , U X 口X } !一 J , O X 口X l
匕 一 e 一








联立 (29)(30), 引理 2 得证.
引理 3 设 "- H 3价), 如果 v 1Vh , 那么
I !a v
左(/一/ -)丽一o(h-)l/}3}l0l}" (3-)
证明. C 0(卿 在H 0(卿 中是稠密的, 因此只需要考虑 "E C /(卿 即可.由泰勒公式, 如果
.x ,功 1 ", 这里 e = elu eZ(如图 4).简便起见, 设 B D 中点是原点, 那么
/一/(0)+艺
葱= 1
几 1 2 0 2 -
瑟(o)x-+合艺孟茜釜(o)x-x, +O(h3)一"一3,一,"
- . " 一 1 一 J
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, , _ ! _ . "_ 口Zu






Jq几O口了.!子l!冲杂(0) + o (hs){二{3,o ,"
这里 A , B , C , D 如图 2 所示.因此
丈(一 ,- 关(喋 +"1惋森十嵘 ,十"(! #,3,一
}关(一)豁沙:黔 hlz 森+嵘 ,黔 ch3,#,3,一,elv ,!,1,# !
从 (36 )立刻看出
f , !口v 1 1
je又0一/-,厉+百关
, ., a Zu , . aZu
-/了丽 十/, /2赢丙
+!:杂)鬓一0, /#"几-#,, /鬓#Po -#, -37,所以从 B ralnble- H ilbert引理得到
1 1 , !a勺 . I f , , , aZ牡 , . 口2牡
}je !0一0-)丽+ 百人又九I亦 + / -/2石而
即
f 匀", 1 产 力2 ,
I , ! O U 1 1 , _ t, o / 肠
1 1廿 一 U l )丈- = 一 二 I =几下二一二
I \ 一 一1 , 月 , q l ! .一i 月 , 2
J e o 工 J J " 一o x 山
将 (39 )对单元求和, 并分部积分得到






一壹五-/-杂+ /!/2态 +!:蒜 )#+o(!3)}#,3,#,I
= o (人2)loI3llvll
这里用到周期边界条件和逆不等式.引理 3 得证.
引理 4 设 (x*, , *)定义如 (3).如果 v 1W -,O 价)2, 那么
(40)
,五!"(一"卜"(一,#)}#(一")d#d"卜Cv-/-,#/,2,,#,,"
证明 令 p -(#, #),坛= 1, 2 分别表示对第 葱个变元求偏导数, 有
1五-,(一",一,(#.,, -, /#(一/,d#d/}










五"-(一, #+#(,一, #)-#d,:C五, /(一,,d#d"兰C,;,-
在本节最后, 我们给出问题 (l) 的稳定性估计 17}.
引理 5 设 " 1石o(o,T ;w k+ -,O 价)),v 1 (石o (o,T ;w k+ -,O 牌)))2, 二"1万/(几) 和
f 1L Z(o, T ;H 无价)), 那么
11011:二(",T ;二-)+ 沂 floll:2(",二;"*+:) - C (11二"}l二!+ Ilfll:2(",二;二!)) (43)
又如果 ""石O (o,T ;w 4,co 价)), v "(五O (o,T ;w 4,co 牌))) ., u""万3(")和 , "石, (o,T ;




l}"}!二;(",二;"2)三C (}!uo11二s + }}f }i:2(",二;二3))
11夔.1;:-"二,2-"!!< e".}""}.,3+ }"f}";, -"二."2!+ }李}";, -", ,;2!), .必 2 0七一脚,J .-一气/,) 一一!.-一/ 0/ 一 0 ,J 0/一!L, 0 ./一0 0由 -, 0一!/, -./ 0
上述估计中的常数 C 只与 ", V 有关, 而与 : 无关.
主要结论
有了上述引理, 我们就可以得到本文的主要结果.
定理 i 假设a 任石co (o,T ;w 4,co (几)),v 1(五co (o,, ;w 4,o (0)))2,""1万3(")和 , 1




三C v:(}}坳{}3 + }}f }1;:(",二;二")+
e 人2(,I""113 + I.fll:2(",二;二3))
这里常数 C 与 ", :, h , vt无关.









pl(二* + "(二一x.),, , t卜1)6(二, , , t")d二d万d "
(l 一s)p , (二* + s(x 一x*), , , t"一1)V1 二(x , , , t")vts(x , , ,t")dxd , ds一
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户(x , , ,艺"一1)8二(x , , , t")dxd , ds 三C hZlloll:一(",二;二3)川0(#,亡二)11" (49)









三C vtZhllull:一(",二;二2)lle(#, t")11"+ C vth2llo ll:二(",二;二3)140(#,忿")11"+
e vtZ1lu {I:二(",二;二2)日0(#, t")}10
三C vt110(#,t")11苦+ C v"h4lloll呈一(",二;二3)+ C vt3lloll至一(",二;"2)





(日0(-,亡")11-+ 11口(一t"一-)11-, + 百/ v亡I口( ., t")i;+
月2 "
Cv-h-,,/,,至一(",二;二3)+C(v-,2,I蒜 -/呈2(!n一:#(/)+
e v*3Ilull至一(",二;12)+ C h-11二11孙l(:"一:,:";二2(")) (52)
将上式对 n = 1, , , Nl (三N )叠加, 消去相同的项 , 得到
110(#, -N,)1.+ :v-艺10(#, -")l圣





C v亡 e !411011至一(",二;二3)+
C 胡}训
2
H l(0 ,T ;H Z (n )) (53)
应用 G ro nw al l不等式即可得到
11011!一(",二;: #)+ 谚 101; #(",二;"1)
月2 ,
三-v-{,,莽 0/#(0,T,LZ-几,,+ 00.{/一(/,T;H0}+
C 入2{11011二, (",二;二2(")z+ 11二日俨 (",T;二3)}
:Cv*(.,一},3+日,.,一(",#;HZ,+.}黔-,一(",一),+
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C 入2(l,"01,3 + 1If日:2(",二;万3))
再联合 p 的估计 (7), 从而完成了定理的证明.
定理 2 在定理 1 的条件下, 有如下超收敛估计
谚l"一fl姜!"!l!2(",二;",)
三C v艺(日""l}3 + 1If l}:2(",T;"2)+




这里常数 C 与二,:, h, vt无关, n鑫!是卯.3所定义的插值后处理算子#
证明 由 (10) 可知
n盆h"!一u = 1置!("!一",)+ (n置!"一u) (56)
由 (9) (54)有 ,
沂In置!("!一0, )};2(",T;二1)
三e 石 l"!一", };2(",二;"-)
三C vt(11""11: + I!fl!:2(",二;"2)+








兰e 九2(日二"}}3 + {}f }}:2(",二;二s)) (58)
上面的常数 C 均不依赖于 ", h , vt和 E.
联合 (5 -58 )就得到定理 2 的证明.
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A U n ifo r m E stim a t e fo r t h e C h ar a e te ristie s Tr ia n g u la r
L in e a r E le m e n t 入l e th o d fo r A d V e e t io n 一D ifl is io n
E q u a tio n s
C H E N H on g一tao -, L IN Q u nZ,z H O U Jun一m ing3
(1.Sehoolof M at he m at iealSeienees , X iam en U nive rsity, X iam en 361005 , C hina)
(2.A ead ellly of M at hem at ies an d System s Seienee, C hines e A ead em y ofSeienc e, B eijing 100190, C hina)
(3.Sehoolof Seienees , H ebei U nive rsity of压毛chnolo邸 T ianj in 300160 , China)
A b s tra e t: In th is P ap er , th e au th ors u se th e int egr a l id ent ities o f trian gu lar lin ear elem en ts
to p rov e a u n ifo rm o P tim al一o rde r erro r estim at e fo r th e eh ar ajc teristies fi n ite elem ent solu tio n
o f two- d im en sion al tim e- d eP end en t ad ve etio 仆 d ifu sio n eq u at io n s. A ls o th e a u th ors int rod u ee
a n interP o lat io n P o stP ro e es sin g o P erat or to ge t th e su p ereo nv erg en ee es tim at e of i we ig h ted
en ergy n orm . T h e estim at es ab ov e d eP en d on ly o n eertai n S o b o lev n o rm s o f th e in itia l an d
rig ht 一h a n d sid e d at a , b u t n ot on th e seai in g p a ram eter i.
K e y wo rd s: trian g u lar lin ear fi n ite elem ent : int egr al id en tity ; u n ifo rm erro r e stim at es ; th e
m o d ifi ed m eth o d o f ch ar 舰 teristies; int erP o lat io n P o stP ro eessin g oP e rat o r
